Twierdzenie 3.6. (Istnienie i Jednoznaczność Ciał Skończonych) Dla każdej liczby pierwszej p i każdej całkowitej liczby dodatniej n istnieje 
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 elementowe ciało skończone. Dane -elementowe ciało skończone jest izomorficzne z ciałem rozkładu 
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Dowód. 

(Istnienie) Dla 
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rozważmy wielomian 
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 i niech F będzie jego ciałem rozkładu nad 
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. Wielomian ten ma q różnych pierwiastków w F. Ponieważ pochodna tego wielomianu jest postaci 
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, zatem nie może mieć wspólnych pierwiastków z 
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. Wówczas S jest podciałem ciała F ponieważ: 

(i) S zawiera 0 i 1;

(ii) 
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 implikuje, że 
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, zatem 
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(iii)       dla 
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, zatem 
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Lecz z drugiej strony, 
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 musi się rozkładać w S, ponieważ S zawiera wszystkie jego pierwiastki. Zatem F = S, a ponieważ S ma q elementów, to F jest q-elementowym ciałem skończonym.

(Jednoznaczność) Niech F będzie 
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-elementowym ciałem skończonym. Wówczas F jest charakterystyki p, a zatem zawiera 
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 jako podciało. Z Lematu 3.5 wynika, że F jest ciałem rozkładu wielomianu 
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. Zatem pożądany wynik (co do izomorfizmu) jest konsekwencją jednoznaczności ciała rozkładu.

Twierdzenie 3.7. (Kryterium podciała) Niech 
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 będzie 
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-elementowym ciałem skończonym. Wówczas każde podciało ciała 
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 ma rząd 
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, gdzie m jest dodatnim dzielnikiem n. Odwrotnie, jeśli m jest dodatnim dzielnikiem n, to istnieje dokładnie jedno 
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-elementowe podciało ciała 
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Dowód. Oczywiste jest, że podciało K ciała 
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 ma rząd 
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 dla pewnej dodatniej liczby całkowitej 
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. Lemat 3.4 pokazuje, że 
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 musi być potęgi 
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, a zatem m koniecznie musi być dzielnikiem n. Odwrotnie, jeśli m jest dodatnim dzielnikiem n, to 
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. Zgodnie z tym 
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. Zatem każdy pierwiastek 
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 jest pierwiastkiem 
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 musi zawierać podciało ciała rozkładu 
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 i tak, jak pokazaliśmy to w dowodzie Twierdzenia 3.6, takie ciało rozkładu ma rząd 
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. Jeśli byłyby dwa różne podciała rzędu 
[image: image50.wmf]m

p

 w 
[image: image51.wmf]()

GFq

, to oba zawierałyby więcej niż 
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 pierwiastków wielomianu 
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, oczywista sprzeczność.

Przykład 3.8. Podciała ciała skończonego 
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 mogą być określone przez wypisanie wszystkich dodatnich dzielników 42. Poniższy diagram obrazuje relacje zawierania pomiędzy tymi różnymi podciałami
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Twierdzenie 3.9. Jeśli p jest liczbą pierwszą, to każda grupa rzędu p jest izomorficzna z grupą 
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 a więc jest cykliczna.
Dowód. Niech G będzie grupą rzędu p, gdzie p jest liczbą pierwszą. Ustalmy element 
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 i niech H będzie podgrupą grupy G generowaną przez a. Zgodnie z Twierdzeniem Lagrange’a (1.4), 
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 jest liczbą pierwszą. Dlatego 
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 co oznacza, że 
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 i a jest generatorem grupy G. W ten sposób wykazaliśmy, że grupa G jest cykliczna. Ponieważ każda grupa cykliczna rzędu n jest izomorficzna z 
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 mamy, że 
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